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АННОТАЦІЯ 
 

Тема випускної кваліфікаційної роботи:  

 

"Дослідження пріоритетних і циклічних систем з повторними викликами". 

 

Ключові слова: система масового обслуговування, система з повторними 

викликами, RQ-система, пріоритетні заявки, витіснення заявок, циклічні 

системи, система з прогулянками приладу, ітераційний (рекурентний) 

алгоритм, метод асимптотично-дифузійного аналізу, метод імітаційного 

моделювання. 

 

Об'єкт дослідження - пріоритетні та циклічні системи з повторними 

викликами. 

 

Мета роботи - побудова математичних моделей мережі зв'язку та знаходження 

розподілів імовірностей станів приладу та числа заявок на орбіті в 

запропонованих моделях. 

 

Методи дослідження - методи теорії ймовiрностей і випадкових процесів, 

метод асимптотично-дифузійного аналізу, метод ітераційної алгоритмізації, 

метод iмiтаційного моделювання. 

 

Робота мiстить 7 рoздiлiв, 69 стoрiнок, 24 рисунки, 6 таблиць, 50джерел. 

У першому розділі наведено приклади реальних систем, для яких було 

побудовано математичні моделі. У другому розділі досліджувалася RQ- 

система з повторними викликами, експоненціальним часом обслуговування 

і пріоритетними заявками.  

Отримано розподіли ймовірностей станів приладу і числа заявок на орбіті 

методом асимптотично дифузійного аналізу та методом ітераційної  

алгоритмізації. 

 Також проведено аналіз області застосовності асимптотично дифузійної 

апроксимації числа заявок на орбіті шляхом порівняння з результатами 

приладу і числа заявок на орбіті методом асимптотично-дифузійного аналізу та 

методом ітераційної алгоритмізації. 

 Також проведено аналіз області застосовності асимптотично дифузійної 

апроксимації числа заявок на орбіті шляхом порівняння з результатами, 

отриманими за допомогою ітераційного (рекурентного) алгоритму. 
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ВСТУП  

 

Останнім часом значну кількість наукових досліджень було присвячено 

системам масового обслуговування з повторними викликами (Retrial 

Queueing System) [36–38, 40], оскільки за допомогою таких RQ-систем можна 

моделювати багато проблем, що виникають у комп'ютерних мережах, 

телекомунікаціях, телефонних системах та у повсякденному житті [39, 41, 

55]. У RQ-системах, коли обслуговуючий прилад вже зайнятий, заявки, що 

прийшли, відправляються в зону очікування, звану орбітою, і після 

випадкового часу очікування знову намагаються зайняти прилад, поки вони 

успішно не завершать обслуговування. Така поведінка дозволяє не втрачати 

заявки, що є дуже важливим аспектом в даний час. У простих системах 

масового обслуговування заведено вважати, що всі запити, які надходять у 

систему, - однорідні [19, 22, 31], тобто їх обслуговують у системі відповідно 

до одного загального порядку вибору з черги. Проте численні системи 

реального світу містять різнорідні за своєю цінністю для системи запити і, 

отже, у момент звільнення приладу такі заявки мають різну черговість 

обслуговування. Описувані моделі досліджуються як системи масового 

обслуговування з пріоритетними заявками [3, 24, 45]. У таких системах існує 

кілька вхідних потоків, яким призначають певний пріоритет. Якщо в черзі 

перебувають заявки з різними пріоритетами, то першими на обслуговування 

надходять заявки з вищим пріоритетом. 

 

Існує кілька типів пріоритетних заявок. У системах з відносним пріоритетом 

[12, 27, 32] заявка, що обслуговується, завжди закінчує обслуговування на 

приладі, навіть якщо в систему надійшла заявка з вищим пріоритетом. У 

системах з абсолютним пріоритетом [26, 33, 34, 50] обслуговування заявки 

переривається, якщо надходить заявка з вищим пріоритетом. Заявка, 

обслуговування якої було перервано, відправляється на орбіту і знову 
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намагається обслужитися через випадковий час. 

 

Заявки з високим пріоритетом можуть поводитися по-різному: йти на 

орбіту або губитися, обслуговуватися відповідно до дисципліни, що витісняє 

або не витісняє. У RQ-системах може використовуватися термін 

"відмова", під цим розуміють вихід заявки із системи без отримання 

обслуговування, оскільки прилад не зміг обслужити нетерплячу заявку під 

час надходження [42, 54]. 

Також цікавими для дослідження є циклічні системи з повторними 

викликами [11, 49].   Для ефективного поділу спільного ресурсу зв'язку 

існують циклічні протоколи, коли кожен пристрій має однаковий пріоритет і 

йому виділяється один часовий інтервал часу, протягом якого він повністю 

передає дані центральному вузлу. У цьому разі тимчасові вікна йдуть одне за 

одним, кожне тимчасове вікно закріплено за одним пристроєм, який 

протягом цього часу передає зібрану інформацію у своєму сегменті циклу 

центру управління. 

Існують різні методи дослідження таких систем із повторними 

викликами. Деякі системи вдається дослідити чисельним [25, 29] або 

матричним [23, 44] методами. Більш складні системи досліджуються 

аналітичними методами. Нині для вивчення RQ-систем найвідомішими є 

метод асимптотичного аналізу [14, 17, 20] і метод асимптотично-дифузійного 

аналізу [21, 46, 51, 52] у різних граничних умовах. Також для деяких систем 

із повторними викликами виникає необхідність написання імітаційних 

моделей для різних цілей [16, 28, 47]. 

У цій роботі було досліджено RQ-системи з абсолютним пріоритетом і 

нетерплячими пріоритетними заявками, а також циклічні системи з 

повторними викликами. Розглянуто такі системи з різними розподілами часу 

обслуговування заявок, що надходять. Було розроблено імітаційні моделі для 

пріоритетних систем і методи асимптотично-дифузійного аналізу для 

пріоритетних систем M2|M2|1, 
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M2|M, GI|1, M2|GI2|1 та циклічних систем з повторними викликами в 

  

асимптотичній умові великої затримки на орбіті, також були знайдені 

розподіли ймовірностей приладу і числа заявок на орбіті в перерахованих 

системах. У цьому полягає наукова новизна отриманих результатів цієї 

дисертації. 

Метою даної роботи є побудова математичних моделей мережі зв'язку та 

знаходження розподілів імовірностей станів приладу і числа заявок на орбіті в 

запропонованих моделях. 

Для досягнення цієї мети було поставлено такі завдання: 

1. Побудувати математичні моделі у вигляді пріоритетних і циклічних 

систем з повторними викликами; 

2. дослідити запропоновані математичні моделі методом асимптотично-

дифузійного аналізу; 

3. Побудувати ітераційний (рекурентний) алгоритм для пріоритетної 

системи з повторними викликами та експоненціальним часом обслуговування; 

4. Побудувати імітаційну модель досліджуваних пріоритетних систем; 

5. Оцінити область застосовності отриманих асимптотичних розв'язків на 

основі результатів чисельних експериментів, ітераційного (рекурентного) 

алгоритму та результатів імітаційного моделювання.
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1 Дослідження системи M2|M2|1 з повторними викликами та 

пріоритетними заявками 

1.1 Приклад реальної системи як об'єкта дослідження 

 

Нещодавній прогрес у галузі інформаційних технологій призвів до 

різкого збільшення інтернет-трафіку. Нині виникає заклопотаність з приводу 

нестачі бездротових ресурсів, таких як смуга пропускання, виділена 

неліцензованим користувачам. 

Очікується, що когнітивний бездротовий зв'язок вирішить проблему 

нестачі смуги пропускання. Когнітивні бездротові мережі поділяють 

користувачів на два класи: первинні користувачі та вторинні користувачі. 

Первинні користувачі ліцензовані і мають виділену смугу пропускання, в той 

час як вторинні можуть використовувати цю смугу пропускання тільки в разі 

потреби і її доступності. При міжмережевому доступі вторинні користувачі 

можуть передавати з максимальною потужністю тільки тоді, коли відсутні 

первинні. Ця парадигма також відома як класичне когнітивне радіо. У цій 

роботі розглянемо детально ситуацію, коли неліцензовані користувачі 

повинні визначати доступність каналу перед використанням частотних 

діапазонів. Якщо такий користувач знаходить канал вільним, він займає його 

і починає зв'язок. В іншому разі вторинний користувач має знову спробувати 

виявити вільний канал через якийсь випадковий час. Така поведінка 

виявлення вільного каналу вторинними користувачами нагадує повторні 

черги. У RQ-системах клієнти, що надходять, входять у віртуальну кімнату 

очікування, звану орбітою, якщо канал зайнятий, і знову звертаються до 

приладу після випадкового часу очікування, поки вони успішно не завершать 

обслуговування.. 
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Новий ліцензований користувач може використовувати канал і 

передавати дані, якщо канал не зайнятий іншим первинним користувачем, 

інакше він блокується і залишає систему. 

При надходженні нового ліцензованого користувача в систему, де 

канал зайнятий обслуговуванням неліцензованого користувача, первинний 

користувач перериває передачу вторинного і використовує цей канал. 

Перерваний неліцензований користувач повинен увійти на орбіту для 

очікування повторного обслуговування. 

У цій роботі ми моделюємо когнітивні бездротові мережі як систему 

масового обслуговування (рисунок 1). Первинних і вторинних користувачів 

розглядатимемо як заявки вхідного потоку першого і другого типу, відповідно. 

Процес передавання даних первинними та вторинними користувачами 

моделюватимемо часом обслуговування відповідної заявки обслуговуючим 

приладом у запропонованій математичній моделі.   

Неліцензовані користувачі в разі зайнятості обслуговуючого приладу 

відправляються на орбіту, де здійснюють випадкову затримку, після якої знову 

намагаються зайняти прилад. 
                                

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Малюнок 1 – Приклад реальної системи 
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1.2 Математична модель системи та постановка задачі 

 

У цьому розділі наведено опис математичної моделі у вигляді RQ-

системи з повторними викликами, експоненціальним часом обслуговування і 

пріоритетними заявками. 

 
1.2.1 Математична модель RQ-системи M2|M2|1 із пріоритетними 

заявками 

Ми розглядаємо RQ-систему M2|M2|1 з пріоритетними заявками 

(рисунок 2). На вхід системи надходять два найпростіші потоки подій з 

інтенсивністю λ1 і λ2 відповідно. Якщо прилад вільний, то заявки першого і 

другого потоків, що надходять у систему, займають його для обслуговування. 

Заявки першого і другого потоків обслуговуються експоненціальний 

випадковий час із параметрами μ1 і μ2 відповідно. 

Якщо заявка першого потоку, що надійшла, застає прилад зайнятим 

обслуговуванням заявки першого потоку, вона втрачається. Якщо заявка 

першого потоку, що надійшла, застає прилад зайнятим обслуговуванням 

заявки другого потоку, вона витісняє заявку другого потоку на орбіту, де та 

здійснює випадкову затримку протягом експонентного часу з параметром σ, а 

сама починає обслуговуватися експонентний час із параметром μ1. Якщо 

заявка другого потоку, що надійшла, застає прилад зайнятим 

обслуговуванням заявки першого або другого потоку, вона не губиться, а йде 

на орбіту, де здійснює випадкову затримку протягом експоненціального часу 

з параметром σ.
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Малюнок 2 - RQ-система M2|M2|1 з пріоритетними заявками 

 

Позначимо процес k(t) - стан приладу в момент часу t. Цей процес може 

набувати таких значень: 0 - прилад вільний, 1 - прилад зайнятий 

обслуговуванням заявки першого потоку, 2 - прилад зайнятий 

обслуговуванням заявки другого потоку. Також введемо випадковий процес 

i(t) - кількість заявок на орбіті в момент часу t. 

 
     1.2.2 Система диференціальних рівнянь Колмогорова 

 

Ставиться завдання знаходження стаціонарного розподілу 

ймовірностей значень процесу {k(t), i(t)}. 

Для розподілу ймовірностей 

 

Pk (i,t)  Pk(t)  k,i(t)  i, 
 

 

складемо систему Колмогорова. Запишемо рівності 

 

 
 

P0 (i,t  t)  P0 (i,t)(1  1t)(1  2t)(1  it) 

1tP1 (i,t)  2tP2 (i,t)  o(t), 

P1 (i,t  t)  P1(i,t)(1  2t)(1  1t)  1tP0 (i,t) 

2tP1 (i 1,t)  1tP2 (i 1,t)  o(t), 
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P2 (i,t  t)  P2 (i,t)(1  1t)(1  2t)(1  2t)  2tP0 (i,t) 

(i  1)tP0 (i  1,t)  2tP2 (i 1,t)  o(t). 
 

 
Перетворимо останню систему: 

 

P0 (i,t  t)  P0 (i,t)(1  (1  2  i)t) 

1tP1 (i,t)  2tP2 (i,t)  o(t), 

P1 (i,t  t)  P1(i,t)(1  (2   1)t)  1tP0 (i,t) 

2tP1 (i 1,t)  1tP2 (i 1,t)  o(t), 

P2 (i,t  t)  P2 (i,t)(1  (1  2  2 )t)  2tP0 (i,t) 

(i  1)tP0 (i  1,t)  2tP2 (i 1,t)  o(t). 
 

 

Отримаємо 

 

P
0 
(i,t  t)  P

0 
(i,t) 

 (    i)P (i,t) 


t 
1 2 0 

 P (i,t)   P (i,t)  
o(t) 

, 
 

1 1 2   2 
t

 
 

P
1
(i,t  t)  P

1
(i,t) 

 (    )P (i,t)   P (i,t) 


t 
2 1 1 1 0 

 P (i 1,t)   P (i 1,t)  
o(t) 

, 
 

2  1 1  2 

 
 

P2 (i,t  t)  P2 (i,t)  (    




t 
 
)P (i,t)  



P (i,t) 
t 

1 2 2 2 2 0 

 

(i 1)P (i 1,t)   P (i 1,t)  
o(t)

. 
 

0 2   2 
t

 
 

 

Перейдемо до межі при t  0 : 
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P
0 
(i,t) 

 (    i)P (i,t)   P (i,t)   P (i,t), 
 

t 
1 2 0 1 1 2 2 

 

P
1
(i,t) 

 (    )P (i,t)   P (i,t)    P (i 1,t)   P (i 1,t), 
 

t 
2 1 1 1   0 2   1 1 2 

 

P
2 
(i,t) 

 (     )P (i,t)   P (i,t) 


t 
1 2 2 2 2   0 

(i  1)P0 (i  1,t)  2 P2 (i 1,t). 

 
(1) 

 

 

Запишемо систему (1) у стаціонарному режимі 
 

(1   2   i)P0 (i)  1P1 (i)  2 P2 (i)  0, 

(2   1 )P1(i)  1P0 (i)  2 P1(i 1)  1P2 (i 1)  0, 

(1  2  2 )P2 (i)  2 P0 (i)  (i  1)P0 (i  1)  2 P2 (i 1)  0. 

 

 

 

(2) 
 

 
Ця система буде основною в подальших дослідженнях. 

 

1.3 Ітераційний (рекурентний) алгоритм для RQ-системи M2|M2|1 

 

Позначимо через Пk(i) стаціонарні ймовірності процесу {k(t), i(t)}. 

Перепишемо систему (2) для i = 0: 
 

 

(1  2 )0 (0)  11 (0)  22 (0)  0, 

(2  1 )1 (0)  10 (0)  0, 

(1  2  2 )2 (0)  20 (0)  0 (1)  0. 
 

 

Для i ≥ 1: 
 

 

(1  2  i)0 (i)  11(i)  22 (i)  0, 
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(2  1 )1 (i)  10 (i)  21 (i 1)  12 (i 1)  0, 

(1  2  2 )2 (i)  20 (i)  (i  1)0 (i  1)  22 (i 1)  0. 
 

 

Для розв'язання отриманих систем побудуємо рекурентний алгоритм. 

Покладемо П0(0) = a, де a – довільна додатна константа. Запишемо рівності 

для i = 0: 

 

                                                 
 

Для i ≥ 1: 
 

 

                                 

                                                              

 

Розв'язуючи систему (3),найдемо 

 



Застосовуючи умову нормування, запишемо стаціонарний розподіл 

імовірностей числа заявок на орбіті 

 

 
Pstat(i) 

(i)  
 

 N 

 
(4) 

(i)  
i0 
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(u,t)  e P (i,t), 

1.4 Метод асимптотично-дифузійного аналізу дослідження системи 

з повторними викликами та пріоритетними заявками M2|M2|1 

 Уведемо часткові характеристичні функції, позначивши j 







jui 

k k 

i0 

 
 

k  0, 2. 

 

 
Зробимо заміни в системі (1), отримаємо систему 

 

                           
 
 

Підсумовуючи рівняння системи (5), отримаємо додаткове рівняння, 
 

 



яке нам знадобиться для подальшого аналізу. Систему (5) - (6) будемо 

розв'язувати методом асимптотично-дифузійного аналізу в граничній умові  

σ → 0. Проведемо побудову дифузійної апроксимації в кілька етапів. 

 
              1.4.1Перший етап асимптотично-дифузійного аналізу 

 

Позначимо σ = ε, робимо заміни 
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τ = tε, u = εw, Hk(u,t) = Fk(w, τ, ε). 
 

 

Отримаємо систему 

 





Теорема 1 У розглянутій RQ-системі M2|M2|1 компоненти граничних 

при ε → 0 значень rk = rk(x) ймовірностей станів приладу, визначається 

системою 

(1  2  x)r0  1r1  2r2  0, 

1r1  1r0  1r2  0, 

(1  2 )r2  (2  x)r0  0, 
 
 

 

rk   1. 
k 0 

(8) 

 

 

Здесь x = x(τ) є розв'язком рівняння 

x()  x()r0  2r1  (1  2 )r2. (9) 
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k k 

Доказ.   В системі  (7) спрямуємо ε → 0, позначив 
 

Fn (w, ,)  Fn (w, ), 
 

 

n  0, 2, отримуємо 
 

 

 



Рішення системи рівнянь (10) будемо шукати у вигляді 
 

 

F (w, )  r e 
jwx()

, 

 
 

k  0, 2. (11) 
 

 

Здесь rk – стаціонарний розподіл імовірностей станів приладу, x = x(τ) – 

скалярна функція аргументу τ, яка визначає при ε → 0,  нормоване величиною 

ε = σ, среднє значення σi(τ/σ) – числа заявок на орбіті. Підставляючи добуток 

(11) у систему (10), отримаємо 

 

(1  2  x)r0  1r1  2r2  0, 

1r1  1r0  1r2  0, 

(1  2 )r2  (2  x)r0  0, 

x()  x()r0  2r1  (1  2 )r2. 

 

 

 

 

 
(12) 
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 (u,t)e  , 

 

 

Система (12) для rk = rk(х) є однорідною системою лінійних алгебраїчних 

рівнянь, розв'язок якої залежить від значень х функції х(τ). Теорему 

доведено. 

З системи (8) найдемо rk з урахуванням умов нормування 
 

 

 
                                       

Також обозначимо функцію a(x) 
 

 

a(x)  xr0 (x)  2r1 (x)  (1  2 )r2 (x). (13) 
 

 

Нижче буде показано, що ця функція має сенс коефіцієнта перенесення 

дифузійного процесу, що визначає асимптотичний розподіл імовірностей 

числа заявок на орбіті. 

 

1.4.2 Другий етап асимптотично-дифузійного аналізу 

 

В системі (5) й рівняння (6) введемо зміни 
 

 
u 

( 2 ) j 
 

x( t ) 

k k 

 
 

k  0, N 1, 
 

 

та отримаємо cиcтему piвнянь. 
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k k 

              

Обозначивши σ = ε
2
 й зробивши заміни в системі (14) 

 

 

τ = ε
2
t, u = εw, H (2) (u,t)  F (2) (w, ,ε), 

 
 

k  0, 2 , 
 

 

отримуємо систeму 
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k 

 

          


 

Доведемо таке твердження. 

 

Теорема 2 Функції F (2) (w, ) мають вигляд 
 

 

F (2) (w, )  w, r (x), 

 
 

k  0, 2 ,              (16) 
 

 

где rk = rk(x), що залежать від значень параметра x, визначені системою (8) в 

теоремі 1, а скалярна функція Φ(w, τ) є розв'язком рівняння 

 

 

(w, ) 
 

 




 a(x)w 

 

(w, ) 
 

 

w 

 
 b(x)

 jw
2

 

2 

 
(w, ) .      (17) 

 

 

Йому-тут функція a(x) визначається рівністю (13), а скалярна функцiя b(x)     

має вигляд 

 

b(x)  b(x;)  a(x)  2xg0 (x)  2g1(x)  (1  2 )g2(x)  xr0(x), (18) 
 

 

де функції gk = gk(х) визначаються системою рівнянь 

 

 

                     1   2   x g0   1g1   2 g2   a(x)r0 , 

1g1  1g0  1g2  a(x)r1  2r1  1r2 , 

(1  2 )g2  (2   x)g0  a(x)r2   2r2  xr0 ,                    (19) 
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 gk  0.                                           

 
 

 

 

Дoказ. У перших трьох рівняннях  системи (15) розкладемо експоненти 

в ряд Тейлора і згрупуємо доданки порядку малості не вище ε 
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k k k 



Будемо шукати рішення системи (20) у виглядi 
 

 

F 
(2)

 (w, ,)  w, r  jwf   O 2
 , k  0, 2, (21) 

 

 

де rk = rk(x; τ ).  Отримаємо 
 

 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Розділимо рівняння системи на jεwΦ(w, τ ) й у 

межі з ε → 0 отримуємо
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 Застосовуючи принцип суперпозиції для неоднорідних систем, розв'язання f(x) 

цієї системи рівнянь запишемо у вигляді суми. 

 

 


                     яке підставимо в (22), отримаємо системи рівнянь 

 

1   2   x0   11   22   r0 , 

11  10  12  0, 

(1  2 )2  (2  x)0  r0. 

 

 

 

(24) 
 

 

1   2   x g0   1g1   2 g2   a(x)r0 , 

1g1  1g0  1g2  a(x)r1  2r1  1r2 , 

(1  2 )g2  (2  x)g0  a(x)r2  2r2  xr0. 

 

 

 

(25) 
 

 

Звернемо увагу на систему рівнянь (24). Якщо ми продиференціюємо за 

x систему рівнянь (12), то отримана система ідентична системі рівнянь (24), з 

чого можемо зробити висновок, що 

 

                      

 

де останнє співвідношення отримано шляхом диференціювання умови 

нормування для розподілу rk(x, τ) за x. 
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Система (25) має нескінченне число розв'язків, оскільки визначник 

матриці системи дорівнює нулю і ранг матриці системи збігається з рангом 

розширеної матриці системи. Накладемо на невідомі gk додаткова 

умовa 

 

 

 gk  0 и oтримaємo cиcтему рiвнянь 
k 0 

 

 

1   2   x g0   1g1   2 g2   a(x)r0 , 

1g1  1g0  1g2  a(x)r1  2r1  1r2 , 

(1  2 )g2  (2   x)g0  a(x)r2   2r2  xr0 , 
 
 

 

 gk  0, 
k 0 

(26) 

 

 

яка має єдиний розв'язок. 

Зазначимо, що система (26), яка визначає gk(x), збігається із системою 

(19), отже, твердження (19) формулювання теореми правильне. 

Звернемося до останнього рівняння системи (15). У цьому рівнянні 

згрупуємо доданки порядку малості не вище за ε
2
 

 

         
 

       Підставимо розкладання (21) в отримане рівняння з урахуванням (13)
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Розділимо рівняння на ε
2
 і перейдемо до межі при ε → 0 

 

                 

 
 

в якe пiдставимо розкладання (23) 

    

 Звернемо увагу на множник 
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Обозначимо також 

 

  b(x)  b(x;)  a(x)  2xg0 (x)  2g1(x)  (1  2)g2(x)  xr0(x).       (27) 

 
 

Тоді наше рівняння перепишеться у вигляді 

 

                                           

     
 

яке збігається з (17). 

 

Нижче буде показано, що функція b(x) має сенс коефіцієнта дифузії 

того дифузійного процесу, для якого коефіцієнтом переносу є функція a(x). 

Теорему довeдeно.
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          1.4.3 Побудова дифузійної апроксимації 

 

 

У цьому розділі розглянемо реалізацію методу асимптотично 

дифузійного аналізу для знаходження розподілу ймовірностей значень 

граничного при σ → 0 процeсу для числa i(t) заявок на орбіті розглянутої 

системи з повторними викликами і пріоритетними заявками. 

Застосувавши обернене перетворення Фур'є до рівняння (28), 

отримаємо рівняння Фоккера-Планка для густини. P(y, τ) якийсь процес y(τ) 

 

 

                 

 

 

Процес y(τ) є дифузійним процесом із коефіцієнтом переносу з 

коефіцієнтом переносу  a’(x)y і коефіцієтном дифузії b(x). Для нього можемо 

записати стохастичне диференціальне рівняння. 

 

 

               

 

        Щоб розв’язати це рівняня, потрібно використовувати методи 

стохастичного аналізу, такі як метод Іто або метод стрибка. Стохастичний 

аналіз враховує вплив випадкових змін у системі, що дозволяє отримати 

ймовірнісні властивості процесу.
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де () - вінерівський процес. Далі введемо дифузійний процес 
 

z()  x()  y(), в якому функцiя x є рішенням 
 

дифeрeнцiального piвняння 
 

 

dx()  a(x)d . 
 

 

Тодi дифузійний процес z(τ) є розв'язком стохастичного диференціального 

рівняння 

dz()  a(x)  a(x) y()d   b(x)d(), 
 

 

перетворюючи яке можемо записати 

 

dz()  a(z)d   b(z)d(). (31) 
 

 

 
Позначимо функцію щільності процесу z(τ) як 

запишемо рiвняння Фоккера-Планка 

(z, )  
P{z()  z} 

z 

 

                         .   

 

 

Виконуючи зворотну заміну σ = ε
2
, переходимо до рівняння для стаціонарної 

густини процесу z(τ) 
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Розв'язок отриманого диференціального рівняння має вигляд 

 

 



де C – константа інтегрування. Дифузійну апроксимацію будуємо за 

формулою 

 
PD(i) 

(i) 
.
 

(n) 
n0 

 
(33) 

 

  1.5 Чисельний аналіз системи з повторними викликами та 

пріоритетними заявками 

                                 

                                 

                                  1.5.1 Чисельна реалізація 

 

 

Для побудови результатів дослідження було використано систему 

математичних обчислень Mathcad [4, 9]. 

Знайдемо розподіл імовірностей Pstat(i), реалізуючи рекурентний 

алгоритм у вигляді (4), і побудуємо асимптотично дифузійну апроксимацію 

Pdiffusion(i) у виглядi (33). 

Задавши необхідні початкові параметри: λ1 = 0,9, λ2 = 0,5, µ1 = 3, µ2 = 2, 

σ = 0,01, отримаємо графіки розподілу ймовірностей числа заявок на орбіті 

Pstat(i) и Pdiffusion(i) (малюнок 3). 
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Малюнок 3 – Графіки розподілу ймовірностей числа заявок на орбіті 

Pstat(i) и Pdiffusion(i) 

 
 

                     1.5.2 Область применимости асимптотических результатов 

 

Цей пункт присвячено визначенню меж застосовності отриманих 

аналітичних результатів у параграфі 1.4. Порівнюючи асимптотично 

дифузійні результати з розподілом, отриманим унаслідок ітераційного 

(рекурентного) алгоритму, ми можемо визначити за яких значень параметрів 

асимптотичний розподіл імовірностей близький до граничного. 

Точність асимптотично дифузійного аналізу оцінюватимемо за допомогою 

відстані Колмогорова, що описується формулою 

 

  max  Pdiffusion(i)  Pstat(i) , 
0n

i0 

 

 

де Pdiffusion(i) – апроксимація розподілу ймовірностей числа заявок на орбіті, 

побудована на основі асимптотично дифузійного аналізу, а
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Pstat(i) – дограничний розподіл імовірностей числа заявок на орбіті, 

отриманий у результаті побудови рекурентного алгоритму. 

Побудуємо апроксимацію, що ґрунтується на асимптотично дифузійному 

аналізі (розділ 1.5.1), і порівняємо її з результатом роботи рекурентного 

алгоритму, реалізованого в тому самому розділі. 

Для цьогo задамо необхідні параметри для розрахунку: λ1 = 0,9, λ2 = 0,5, 

µ1 = 3, µ2 = 2. 

В таблиці 1 наведено значення цих відстаней для різних параметрів σ. 

 
Таблиця 1 – Відстань Колмогорова ∆ між рекурентним і асимптотичним 

розподілами для системи M2|M2|1 

 σ = 3 σ = 2,4 σ = 0,5 σ = 0,1 σ = 0,05 

∆ 0,061 0,049 0,022 0,008 0,006 

 
На малюнках 4 - 8 суцільною лінією показано розподіл імовірностей 

числа заявок на орбіті, отриманий за допомогою ітераційного алгоритму 

Pstat(i), пунктирною - апроксимація асимптотично дифузійного аналізу 

Pdiffusion(i). 

 
 

Малюнок 4 – Розподіл імовірностей числа заявок на орбіті при σ = 3 



32  

 
 

Малюнoк 5 – Розподіл імовірностей числа заявок на орбіті при σ = 2,4 
 

 
 

Малюнoк 6 – Розподіл імовірностей числа заявок на орбіті при σ = 0,5 
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Малюнoк 7 – Розподіл імовірностей числа заявок на орбіті при σ = 0,1 
 

 

Малюнoк 8 – Распределение вероятностей числа заявок на орбите при σ = 0,05 

 
Аналізуючи дані таблиці 1, можна сказати, що точність апроксимації 

зростає зі зменшенням параметра σ. Наведена апроксимація застосовна для 

відстані Колмогорова, що не перевищує значення 0,05. Напівжирним у 

таблиці 1 виділено ті значення, за яких вважатимемо точність апроксимації 

задовільною. З отриманих значень можна зробити висновок, що 

апроксимація асимптотично дифузійного аналізу досить точна за параметра σ 

≤ 2,4. 
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2 Дослідження системи M2|M, GI|1 з повторними викликами 

та пріоритетними заявками 

2.1 Математична модель системи та постановка задачі 

 

У цьому розділі наведено опис математичної моделі у вигляді RQ- 

системи з повторними викликами, довільним часом обслуговування 

непріоритетних заявок. 

2.1.1 Математична модель RQ-системи M2|M, GI|1 із 

пріоритетними заявками 

Ми розглядаємо систему M2 |M, GI|1 з пoвторними викликами i 

пріоритетними заявками (рисунок 9). Нa вхід системи надходять два 

найпростіших пoтоки подій з інтенсивністю λ1 і λ2 відповідно. Якщо прилад 

вільний, тo заявки першого і другого потоків, що надходять у систему, 

займають його для обслуговування. Зaявки першого потоку обслуговуються 

експоненціальний випадковий час із параметром μ, заявки другого потоку 

обслуговуються випадковий час із функцією розподілу B(x). 

Якщо заявка першого потоку, що надійшла, застає прилад зайнятим 

обслуговуванням заявки першого потоку, вона втрачається. Якщо заявка 

першого потоку, що надійшла, застає прилад зайнятим обслуговуванням 

заявки другого потоку, вона витісняє заявку другого потоку на орбіту, де та 

здійснює випадкову затримку протягом експоненціального часу з 

параметром σ, а сама починає обслуговуватися експоненціальний час з 

параметром μ. 

Якщо заявка другого потоку, що надійшла, застає прилад зайнятим 

обслуговуванням заявки першого або другого потоку, вона не губиться, а 

йде на орбіту, де здійснює випадкову затримку протягом експоненціального 

часу з параметром σ. 
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Малюнок 9 - RQ-система M2 |M, GI|1 з пріоритетними заявками 

 

Позначимо процес k(t) - стан приладу в момент часу t. Цей 

процес може набувати таких значень: 0 - прилад вільний, 1 - прилад зайнятий 

обслуговуванням заявки першого потоку, 2 - прилад зайнятий 

обслуговуванням заявки другого потоку. Також введемо випадковий процес 

i(t) - кількість заявок на орбіті в момент часу t. Позначимо процес z(t) - 

залишковий час обслуговування, коли k = 2. 

 
2.1.2 Система диференціальних рівнянь Колмогорова 

 

Ставиться завдання знаходження стаціонарного розподілу 

ймовірностей значень процесу {k(t), i(t)} за k = 0, 1, 2. 

Для розподілу ймовірностей 

 

Pk (i,t) = P{k (t) = k,i(t) = i}, k = 0, 1, 

Pk (i, z,t) = P{k(t) = k,i(t) = i, z(t) < z}, k = 2, 

 

складемо систему Колмогорова. Запишемо рівності 
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Виконавши нескладні перетворення, отримаємо 

 
 

          
 

Маємо 

 
 

                       

 

Перейдемо до межі при Δt → 0 
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2.1.3 Метод характеристичних функцій 

 
Уведемо часткові характеристичні функції, позначивши j = 

 
 

                                
 

 

 

 

Зробимо заміни в системі (34). Запишемо систему для характеристичних 

функцій у вигляді: 

 

 

 

 

 

У системі (35) спрямуємо z →∞ і підсумуємо рівняння, позначивши 

H2 (u,t) = H2 (u,∞,t), отримаємо додаткове рівняння 

-1 



 

  
  

 
 
 

яке нам знадобиться для подальшого аналізу. Систему (35) - (36) будемо 

розв'язувати методом асимптoтично-дифузійного аналізу в граничній умові σ 

→ 0. 

 

 
 

2.2 Метод асимптoтично-дифузійного аналізу досліджeння RQ- 

 

cистеми M2|M, GI|1 

 

2.2.1 Перший етап асимптотично дифузійного aналізу 

 

Позначимо σ = ε, зробимо заміни 

 
 

τ = tε, u = εw, Hk (u,t) = Fk (w, τ, ε) k = 0, 1, 

Hk (u,z,t) = Fk (w, z, τ, ε), k = 2. 

 

Перепишемо cистему (35) - (36) у вигляді 
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Тeoрема 3 У рoзглянутій RQ-системі M2 |M, GI|1 компoненти 

граничних за ε → 0 значень rk = rk (x), k =0, 1, r2 = r2 (x, z) ймoвірностей 

станів приладу, визначаються рівнoсинами 

 

                                                            
 

 

Тут x = x(τ) є розв'язком рівняння 
 

 

′(τ) = -x(τ)r0 (x) + λ2r1(x) + (λ1 + λ2 )r2 (x), (39) 
 

 

 
∞ 

B* (α) = ∫e−αx dB(x) 
0 

 
- пeретворення Лапласа-Стілтьєса. 

                     Доказ В сиcтемі (37) cпрямуємо ε → 0, позначивши 

 

 

 

 

n=2,отримаемо 
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         Розв'язок системи (40) шукатимемо у вигляді 

 

 
Fk (w, τ) = rk (x)ejwx(τ) , k = 0,1, 

Fk(w, z, τ) = rk (x, z)ejwx(τ) , k = 2. (41) 

 

Тут x = x(τ) - скaлярна функцiя aргументу τ, яка визначає за ε → 0, нормоване 

вeличиною ε = σ, середнє значення σi(τ/σ) числа заявок на oрбіті. Підставимo 

добуток (41) у cистему (40), отримаємo 

 

                   
 

 

 

Пoзначимо r′(z, x) = ∂rk
 
(z, x) 

, ′(0, x) = 
 

 
 ∂rk (z, x) 

 
, k = 2, cистему (42) 

k 

 
 

пeрепишемо у 

виглядi: 

∂z k ∂z z=0 
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v 

Позначимо -xr0 (x) + λ2r1 (x) + (λ1 + λ2 )r2 (x) = a(x).  

 

Представляю чи ймовірності rk як rk (x), знайдемо rk (x) із системи (43) з 

урахуванням умови 

2 

нормування 
∑rk (x) = 1. 
k =0 

 

Уведемо перетворення Лапласа-Стілтьєса 
 

 

 
r∗ (α, x) 

= 

 
∞ ∞ 

∫e−αz d r (z, x), v = 2, B* (α) = ∫e−αx dB(x), 
z v 

0 0 

 

 

враховуючи, що 
 

 
 

 
 
 

Позначивши rv = rv (x)v, r
∗  (α) =v  r

∗  (α, x), v = 2 запишемо 
 

 

                                                                                 

                               
 

Із другого рівняння системи (44) виразимо r1 
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Покладемо в третьому рівнянні системи (44) α = λ1 , 

отримаємо 

 

 
 

Тоді з першого рівняння системи (44) отримаємо 

 

                                                                   

 

З умови 

нормування r0 (x) + r1(x) + r2 (x) = 1, маємо 

 

Теорему 

доведено. 

 

Також 

позначимо 

функцію a(x) 

 
 

a(x) = -xr0 (x) + λ2r1(x) + (λ1 + λ2 )r2 (x), (46) 

 

яка має сенс коефіцієнта перенесення дифузійного процесу, що визначає 

асимптотичний розподіл імовірностей числа заявок на орбіті.
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2.1.1 Другий етап асимптотично дифузійного аналізу 

 

У системі (35) і рівнянні (36) введемо заміни 
 

 

 

 

 

 

і отримаємо систему рівнянь 
 

     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Зробимо заміни 
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k 2 

k k 

2 2 

 

 

тоді отримаємо 

систему 

 
 

Доведемо таке твердження. 

Теорема 4 Функції F(2) (w, τ) , k = 0,1 і F(2) (w, z,  

τ) 

 

мають вигляд

 
 

F
(2)

 (w, τ) = Φ(w, τ)r 

(x), 

k = 0,1, 

 

F
(2)

 (w, z, τ) = Φ(w, τ)r (x, 

z), 

(49) 
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де rk = rk (x), k = 0,1, r2 = r2 (x, z), які залежать від значень параметра x, 

визначено системою (38) у теоремі 3, а скалярна функція Φ(w, τ) є розв'язком 

рівняння. 

 

 

Тут функція a(x) визначається рівністю (46), а скалярна функція b(x) має 

вигляд 

де 

функції gk = gk (х), k =0,1, g2 = g2 (х, z), враховуючи додаткову умову 

2 

∑ gk = 0 , визначаються рівносинами 
k  

 

Доказ. У пeрших трьoх рiвняннях cистеми (48) розкладемo eкспоненти в ряд 

Тeйлора i згрупуємo дoданки пoрядку мaлості нe вищe ε 
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0 1 2 0 

1 2 1 

k k k 

jεwa(x)F
(2)

 (w, τ,ε) = -(λ + λ + x) F
(2)

 (w, τ,ε) + 

+ ε 
∂F(2) (w, τ,ε) 

+ μ (2) ∂F(2) (w,0, τ,ε) 2 

j 0  

∂w 
F (w, τ,ε) + 2

 + O(ε ), 
1 ∂z 

jεwa(x)F(2) (w, τ,ε) = ( ελ - μ)F(2) (w, τ,ε) + 

+λ F(2) (w, τ,ε) + λ (1 + jεw)F(2) (w, τ,ε) + O(ε2 ), 
1 0 1 2 

(2) ∂F(2) (w, z, τ,ε) ∂F(2) (w,0, τ,ε) 
jεwa(x)F2 (w, z, τ,ε) = 2

 - 2
 + 

∂z ∂z 

+( ελ - λ )F(2) (w, z, τ,ε) + (λ + x(1 - jεw))B(z)F(2) (w, τ,ε) - 
2 1 2 2 0 

∂F(2) (w, τ,ε) 
- jεB(z) 0   

).
 

∂w 

+ O(ε2
 (53) 

 

 

                   Будемо шукати розв'язок системи (53) у вигляді розкладання 

 

F
(2)

 (w, τ,ε) = Φ(w, τ){r + jεwf } + O (ε2
 ), k = 0,1, 

 

F
(2)

 (w, z, τ,ε) = Φ(w, τ){r (z) jεwf (z)} + O (ε2
 (54) 

2 2 2 

                                                                                                                ),
 

                                                                                                                                       

де rk = rk (x; τ), k=0,1, r2 (z) = r2 (x; z; τ ). 

Отримаємо 
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2 2 2 

 

 

 

 

 

 

Розділимо рівняння системи на jεwΦ(w, τ ) і в межі при ε → 0 отримаємо 

 

         

Застосовуючи принцип суперпозиції для неоднорідних систем, розв'язок fk , k 

= 0, 1 і f2 (z) цієї системи рівнянь запишемо у вигляді суми. Позначивши 

υv = φv (x), gv = gv (x), v = 0, 1, φ2 
∗  (α) = φ∗ (α, x), g∗  (α) = g∗  (α, x), запишемо 

 

                                    
 

яке підставимо в (55), отримаємо системи рівнянь 

 
 

 
 

 

 

 



46 

 

 

          
 

 

Звернемo увaгу нa сиcтему рiвнянь (57). Якщo ми продифeренціюємо за 

x систему рівнянь (42), тo отримана системa ідентичнa системi рiвнянь (57), з 

чого можемо зробити висновок, що 

                 

де останнє співвідношення отримано шляхом диференціювання умови 

нормування для розподілу rk (x) за x. 

Далі розглянемо систему рівнянь (58). Ця система має нескінченне 

число розв'язків, тому що визначник матриці системи дорівнює нулю і ранг 

матриці системи збігається з рангом розширеної матриці 

системи. Накладемо на невідомі gk додаткову умову, отримаємо 

систему рівнянь 

2 

∑ gk = 0 і 
k =0 

 
                                          

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

Позначимо  
 

 

 
 

систему (59) перепишем
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у вигляді   

 

 

 

          

Уведемо перетворення Лапласа-Стілтьєса 

 
 

 

                     

 

Враховуючи, що 

 

 

 

 

 

 

 
Запишемо
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Виразимо з другого рівняння системи (60) g1 

 

                                  
 

Продиференціюємо останнє рівняння системи (44) за α і покладемо α = 

λ1 , отримаємо 

 
 

                                    
 

В останньому рівнянні системи (60) покладемо α = λ1 і з урахуванням 

(61) отримаємо 

 

                        
 

Підставляючи отримані вирази в перше рівняння системи (60), 

отримаємо 

 
           

 
 

 
 

2 

Враховуючи додаткову умову ∑ gk = 0 , маємо 
k =0 
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Звернемося до останнього рівняння системи (48). У цьому рівнянні 

згрупуємо доданки порядку малості не вище ε2 

 

 

 

 

Підставимо розкладання (54) в отримане рівняння з урахуванням (43) 
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Розділимо рівняння на ε2 і перейдемо до межі при ε → 0 
 
 

 

 

 
 

 

в яке підставимо розкладання (56): 

 

                     
 

Звернемо увагу на множник 

 
 

 

 

 

 

Позначимо також 
 

 

      b(x) = b(x;τ) = a(x) + 2(-xg0 (x) + λ g21 (x) + (λ1 + λ2 )g2 (x) + xr0 (x)). (62) 
 

 

 

Тоді наше рівняння перепишеться у вигляді 
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Яке збігаєтьcя з (50). Тeoрему дoведено. 

 
 

2.1.2 Пoбудова дифузійної апроксимації 

 

Реaлізація мeтоду аcимптотично дифузiйного aналізу для знaходження 

розподілу ймовірностей значень граничного за σ → 0 прoцесу числa i(t) 

заявок на орбіті аналізованої RQ-системи M2 |M, GI|1 з прiоритетними 

заявками аналогічна реалізацiї цьогo мeтоду для RQ-cистеми M |M22 |1 з 

пріоритетними заявками в роздiлі 1.4.3. 

 
2.2 Чисельна реалізація RQ-системи M2|M, GI|1 із пріоритетними 

заявками 

Для того щoб переконaтися в правильностi розв'язувaння RQ-системи 

M2 |M, GI|1, оберемo функцiю рoзподілу B(x) з клaсу експoненціальних 

розподілів. У такому разі ми зможемо порівняти отримані результати з 

рекурtнтним (ітерацiйним) aлгоритмом (параграф 1.3). 

Знайдемо розподіл iмовірностей Pstat(i), реалізуючи рекурентний 

алгoритм у вигляді (4), і пoбудуємо асимптотично дифузійну апроксимацію 

Pdiffusion(i) у вигляді (33). 

Зaдавши необхідні пoчаткові параметри: λ1 = 0,9, λ2 = 0,5, µ = 3, для 

функції B(x) інтенсивність експоненціального розподілу µ2 = 2. У таблиці 2 

наведено значення відстаней для різних параметрів σ для системи M2 |M, 

GI|1. 
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Таблиця 2 - Відстань Кoлмогорова ∆ між

 рекурентним та асимптотичним розподілами для системи 

M2 |M, GI|1 
 σ = 3 σ = 2,4 σ = 0,5 σ = 0,1 σ = 0,05 

∆ 0,061 0,049 0,022 0,008 0,006 

 
З даних, наведених у таблиці 2, можна сказати, що асимптотична 

апроксимація aсимптотично дифузійного аналізу для RQ-системи M2 |M, 

GI|1 побудована правильно. За однакових початкових параметрів для 

систем M 

|M22 |1 і M2 |M, GI|1 таблиця 1 і таблиця 2 збігаються, з чого можна зробити 

висновок про правильність розв'язання RQ-системи M2 |M, GI|1. 
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3 Дослідження системи M2|GI2|1 з повторними 

викликами та пріоритетними заявками 

3.1 Математична модель системи та постановка задачі 

 

У цьому розділі наведено опис математичної моделі у вигляді RQ- 

системи з повторними викликами, довільним часом обслуговування 

непріоритетних і пріоритетних заявок. 

 
3.1.1 Математична модель RQ-системи M2|GI2|1 з пріоритетними 

заявками 

Ми розглядаємo RQ-систему M |GI22 |1 з пріоритетними заявками 

(рисунок 10). На вхід cиcтеми надходять двa найпростіших потоки подій з 

інтенсивністю λ1 і λ2 відповідно. Якщo прилад вільний, то заявки пeршoгo i 

другого потоків, що надходять у систему, займають його й обслуговуються 

випадковий час із функцією розподілу B1 (x) і B2 (x) відповідно. 

Якщо заявка першого потоку, що надійшла, застає прилад 

зайнятим обслуговуванням заявки першого потоку, вона втрачається. Якщо 

заявка першого потоку, що надійшла, застає прилад зайнятим 

обслуговуванням заявки другого потоку, вона витісняє заявку другого 

потоку на орбіту, де та здійснює випадкову затримку впродовж 

експонентного часу з параметром σ, а сама починає обслуговуватися 

випадковий час із функцією розподілу B1 (x). Якщо заявка другого потоку, що 

надійшла, застає прилад зайнятим обслуговуванням заявки першого або 

другого потоку, вона не губиться, а йде на орбіту, де здійснює випадкову 

затримку протягом експоненціального часу з параметром σ. 
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Рисунок 10 - RQ-система M |GI22 |1 з пріоритетними заявками 

 

Позначимо процес k(t) - стан приладу в момент часу t. Цей 

процес може набувати таких значень: 0 - прилад вільний, 1 - прилад зайнятий 

обслуговуванням заявки першого потоку, 2 - прилад зайнятий 

обслуговуванням заявки другого потоку. Також введемо випадковий процес 

i(t) - кількість заявок на орбіті в момент часу t. Позначимо процес z(t) - 

залишковий час обслуговування, коли k = 1, 2. 

Ставиться завдання знаходження стаціонарного розподілу 

ймовірностей значень процесу {k(t), i(t)} за k = 0, 1, 2. 

Для розподілу ймовірностей 

 

Pk (i,t) = P{k(t) = k,i(t) = i}, k = 0, 

Pk (i, z,t) = P{k(t) = k,i(t) = i, z(t) < z}, k = 1, 2, 

 

складемо систему Колмогорова 
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Уведемо часткові характеристичні функції, позначивши j = 
 
 
 
 

                                                  

 

Зробимо заміни в системі (64). Запишемо систему для характеристичних 

функцій у вигляді 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
У системі (65) спрямуємо z →∞ і підсумуємо рівняння, позначивши 

Hk (u,t) = Hk (u,∞,t), k = 1, 2 , отримаємо додаткове рівняння 
 

 
  

-1 
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яке нам знадобиться для подальшого аналізу. Систему (65) - (66) будемо 

розв'язувати методом асимптотично-дифузійного аналізу в граничній умові  

σ→ 0. 

 

 
3.2 Метод асимптотично-дифузійного аналізу дослідження RQ- 

 

системи M2|GI2|1 

 

3.2.1 Перший етап асимптотично дифузійного аналізу 

 

Позначимо σ = ε, зробимо заміни 

 
 

τ = tε, u = εw, Hk (u,t) = Fk (w, τ, ε) k = 0, 

Hk (u,z,t) = Fk (w, z, τ, ε), k = 1,2. 

 

Перепишемо систему (65) - (66) у вигляді 
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Теорема 5 У розглянутій RQ-системі M |GI22 |1 компоненти граничних 

за ε → 0 значень r0 = r0 (x), rk = rk (x, z), k = 1, 2 ймовірностей станів приладу, 

визначаються рівносинами 

 
 

 

 

 

 

                 

 

 

 

 

 

Тут x = x(τ) є розв'язком рівняння 

 

 

 

                        
 

 
 

(1) 

1 

- перший момент функції розподілу ймовірностей B1 (x), 

 

  

- перетворення Лапласа-Стілтьєса функції

               

розподілу ймовірностей B2 (x). 

 

Доведення теореми 5 аналогічне доказу теореми 3. 

Також позначимо функцію a(x) 

 
 

a(x) = -xr0 (x) + λ2r1(x) + (λ1 + λ2 )r2 (x), (70) 

b 
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= 

H = 

яка має сенс коефіцієнта перенесення дифузійного процесу, що визначає 

асимптотичний розподіл імовірностей числа заявок на орбіті. 

 
3.2.2 Другий етап асимптотично дифузійного аналізу 

 

У системі (65) і рівнянні (66) введемо заміни 

 
 

u 
( 2 ) jσ x( t ) 

(u,t) H (u,t)e σ, 
0 0 

u 
( 2 ) j σ x( t ) 

(u, z,t) H (u, z,t)e σ, 
k k 

k = 1, 2, 
 

 

і отримаємо систему рівнянь 

 

                                                                                                                                                                               

H 
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0 k 

   Зробимо заміни 
 

 

  

 

 

                
 

 

 
 

Доведемо таке твердження. 

Теорема 6 Функції F(2) (w, τ) і F(2) (w, z, τ) , k = 1,2 мають вигляд 
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де r0 = r0 (x), rk = rk (x, z), k = 1,2, які залежать від значень параметра x, 

визначено системою (68) у теоремі 5, а скалярна функція Φ(w, τ) є розв'язком 

рівняння 

 
 

∂Φ(w, τ) 

∂τ 

 
= a′(x)w 

∂Φ(w, τ) 

∂w 

 
+ b(x) 

( jw)2
 

2 

 
Φ(w, τ) . (74) 

 

 

Тут функція a(x) визначається рівністю (70), а скалярна функція b(x) має 

вигляд 

 

                 
 

 

 

 

де функції g0 = g0 (х), gk = gk (х, z), k =1,2, враховуючи додаткову умову 

2 

∑ gk = 0 , визначаються рівносинами 
k =0 
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1 1 

 

де b(1) ,b(2) - перший и другий моменти функції розподілу 

ймовірностей B1 (x) відповідно. 

Доведення теореми 6 аналогічне доказу теореми 4. 

 
 

3.2.3 Побудова дифузійної апроксимації 

 

Реалізація методу асимптотично дифузійного аналізу для знаходження 

розподілу ймовірностей значень граничного за σ → 0 процесу числа i(t) 

заявок на орбіті аналізованої RQ-системи M |GI22 |1 з пріоритетними заявками 

аналогічна реалізації цього методу для RQ-системи M |M22 |1 з пріоритетними 

заявками в розділі 1.4.3. 

 
3.3 Чисельна реалізація RQ-системи M2|GI2|1 із пріоритетними 

заявками 

Для того щоб переконатися в правильності розв'язання RQ-системи M 

|GI22 |1, оберемо функції розподілу B1 (x) і B2 (x) з класу експоненціальних 

розподілів. У такому разі ми зможемо порівняти отримані результати з 

рекурентним (ітераційним) алгоритмом (параграф 1.3). 

Знайдемо розподіл імовірностей Pstat(i), реалізуючи рекурентний 

алгоритм у вигляді (4), і побудуємо асимптотично дифузійну апроксимацію 

Pdiffusion(i) у вигляді (33). 

Задавши необхідні початкові параметри: λ1 = 0,9, λ2 = 0,5, для функції 

B1 (x) інтенсивність експоненціального розподілу µ1 = 3, для функції B2 (x) 

інтенсивність експоненціального розподілу µ2 = 2. У таблиці 3 наведено 

значення відстаней для різних параметрів σ для системи M |GI |1.22 
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Таблиця 3 - Відстань Колмогорова ∆ між

 рекурентним та асимптотичним розподілами для системи 

M |GI |122 
 σ = 3 σ = 2,4 σ = 0,5 σ = 0,1 σ = 0,05 

∆ 0,061 0,049 0,022 0,008 0,006 

 
З даних, наведених у таблиці 3, можна сказати, що асимптотичну 

апроксимацію дифузійного аналізу для RQ-системи M |GI22 |1 побудовано 

правильно. За однакових початкових параметрів для систем M |M22 |1 і 

M 

|GI22 |1 таблиця 1 і таблиця 3 збігаються, з чого можна зробити висновок про 

правильність розв'язання RQ-системи M |GI |1.22 

 

                                                        Висновок 

В ході проведеного дослідження пріоритетних і циклічних систем з 

повторюваними викликами було виявлено кілька важливих аспектів, що 

впливають на продуктивність і якість обслуговування в сучасних системах 

масового обслуговування. Аналіз літературних джерел дозволив нам виявити 

основні концепції та моделі, що використовуються в теорії масового 

обслуговування, особливо з огляду на пріоритетність застосування та наявність 

кільцевих структур у системі обслуговування. 

 

 Математичне моделювання цих систем дозволило розробити структуровані 

моделі, що враховують стохастичні характеристики процесу. Використання 

методів асимптотичного аналізу було ключовим для отримання аналітичних 

результатів та вдосконалення стратегій управління. Основні результати 

включають визначення оптимальної стратегії управління системою з 

урахуванням пріоритетів і періодичних процесів. Отримані результати можуть 

бути використані для підвищення продуктивності реальних систем 

обслуговування в галузях, де важливо враховувати різноманітність застосувань 

і завдань. 

 

 Важливим кроком є практична реалізація отриманої стратегії управління та її 

впровадження в реальну систему масового обслуговування. Це допомагає 

підвищити ефективність, скоротити час очікування та покращити якість 

обслуговування для різних класів додатків. 
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